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Аннотация.
Пусть Ω = AN – пространство правосторонних бесконечных последовательностей символов
алфавита A = {0, 1}, N = {1, 2, . . . }. Пусть
ρ(x,y) =
∞∑
k=1
|xk − yk|2−k
– метрика на Ω = AN, и µ – мера Бернулли на Ω с вероятностями p0, p1 > 0, p0 +p1 = 1. Обозначим
через B(x, ω) открытый шар радиуса r с центром в точке ω. Основной результат работы
µ (B(ω, r)) = r +
∞∑
n=0
2n−1∑
j=0
µn,j(ω)τ(2
nr − j),
где τ(x) = 2 min{x, 1− x}, 0 ≤ x ≤ 1, (τ(x) = 0, if x < 0 or x > 1),
µn,j(ω) =
(
1− pωn+1
) n∏
k=1
pωk⊕jk , j = j12
n−1 + j22n−2 + · · ·+ jn.
Семейство функций 1, x, τ(2nx − j), j = 0, 1, . . . , 2n − 1, n = 0, 1, . . . является системой Фабера –
Шаудера в пространстве C([0, 1]) непрерывных функций на [0, 1]. Также получены разложения в
системе Фабера – Шаудера для сингулярной функции Лебега, кривых Чезаро и кривых Коха –
Пеано.
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Изучению сингулярных функций в последнее время посвящено большое чис-
ло работ. Одним из основных изученных классов являются самоподобные функции.
Самоподобные функции задаются простыми рекуррентными уравнениями, но обыч-
но не допускают явного задания. В настоящей работе будут найдены разложения
некоторых непрерывных самоподобных функций в системе Фабера–Шаудера. Ко-
эффициенты разложения найдены в явном виде.
Система Фабера–Шаудера. Семейство функций
1, x, τ(2nx− j), j = 0, 1, . . . , 2n − 1, n = 0, 1, . . . ,
где τ(x) = 2 min{x, 1−x}, 0 ≤ x ≤ 1, (τ(x) = 0, при x < 0 или x > 1), называется [1]
системой Фабера–Шаудера в пространстве C([0, 1]) всех непрерывных функций на
отрезке [0, 1] с нормой ||f || = max0≤x≤1 |f(x)|.
Любая непрерывная функция f(x) представляется в виде
f(x) = A0 + A1x+
∞∑
n=0
2n−1∑
j=0
An,jτ(2
nx− j),
где A0 = f(0), A1 = f(1)− f(0) и
An,j = f((2j + 1)2
−n−1)− 0.5f(j2−n)− 0.5f((j + 1)2−n) (1)
см. [1, гл.6 (4)].
Базис Хаара. Семейство функций
1, 2n/2ψ(2nx− j), j = 0, 1, . . . , 2n − 1, n = 0, 1, . . . ,
где ψ(t) = 0.5τ ′(t) называется вейвлетой Хаара, образует ортонормированный базис
в пространстве L2(0, 1) [1].
1. Мера шара в пространстве последовательностей
Рассмотрим пространство правосторонних бинарных последовательностей Ω = AN,
где A = {0, 1}, N = {1, 2, . . . } с метрикой
ρ(x,y) =
∞∑
k=1
|xk − yk|2−k. (2)
Через µ обозначим меру Бернулли на Ω с вероятностями p0, p1 > 0, p0 + p1 = 1.
Через B(ω, r) обозначим открытый шар радиуса r с центром в точке ω.
Нетрудно видеть, что функция µ(ω, x) = µ(B(ω, x)) удовлетворяет рекуррент-
ному уравнению
µ(aω, x) =
{
paµ(ω, 2x), 0 ≤ x ≤ 0.5,
pa + p1−aµ(ω, 2x− 1), 0.5 ≤ x ≤ 1, (3)
где a ∈ {0, 1} и через aω обозначается точка a, ω1, ω2, . . .
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Теорема 1. Функция µ(ω, x) имеет следующее разложение по системе Фабера–
Шаудера
µ (ω, x) = x+
∞∑
n=0
2n−1∑
j=0
(
pωn+1 − 0.5
)
p
sn(ω,j)
0 p
n−sn(ω,j)
1 τ(2
nx− j), (4)
где
sn(ω, j) =
∣∣{i : ωi = ji, j = j12n−1 + · · ·+ jn, i = 1, 2, . . . , n}∣∣ . (5)
Доказательство. Покажем, что функция µ(ω, x), заданная в (4), удовлетворяет
уравнению
µ(aω, x/2) = paµ(ω, x). (6)
Из (4) имеем
µ(aω, x/2) =
x
2
+ (pa − 0.5) x+
+
∞∑
n=1
2n−1−1∑
j=0
(pωn − 0.5) psn(aω,j)0 pn−sn(aω,j)1 τ(2n−1x− j).
Поскольку при j < 2n−1
sn(0ω, j) = sn−1(ω, j) + 1,
sn(1ω, j) = sn−1(ω, j),
имеем
p
sn(aω,j)
0 p
n−sn(aω,j)
1 = pap
sn−1(ω,j)
0 p
n−1−sn−1(ω,j)
1 .
Подставляя, получим
µ(aω, x/2) = pax+
+ pa
∞∑
n=1
2n−1−1∑
j=0
(pωn − 0.5) psn−1(ω,j)0 pn−1−sn−1(ω,j)1 τ(2n−1x− j) =
= pax+ pa
∞∑
n=0
2n−1∑
j=0
(
pωn+1 − 0.5
)
p
sn(ω,j)
0 p
n−sn(ω,j)
1 τ(2
nx− j) =
= paµ(ω, x).
Покажем, что функция µ(ω, x), заданная в (4), удовлетворяет уравнению
µ
(
aω,
1
2
+
x
2
)
= pa + p1−aµ(ω, x). (7)
Из (4) имеем
µ
(
aω,
1
2
+
x
2
)
=
1
2
+
x
2
+ (pa − 0.5) (1− x)+
+
∞∑
n=1
2n−1∑
j=2n−1
(pωn − 0.5) psn(aω,j)0 pn−sn(aω,j)1 τ(2n−1x+ 2n−1 − j).
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Поскольку при 2n−1 ≤ j < 2n
sn(0ω, j) = sn−1(ω, j − 2n−1),
sn(1ω, j) = sn−1(ω, j − 2n−1) + 1,
имеем
p
sn(aω,j)
0 p
n−sn(aω,j)
1 = p1−ap
sn−1(ω,j−2n−1)
0 p
n−1−sn−1(ω,j−2n−1)
1 .
Подставляя, получим
µ
(
aω,
1
2
+
x
2
)
= pa + p1−ax+
+ p1−a
∞∑
n=1
2n−1∑
j=2n−1
(pωn − 0.5) psn−1(ω,j−2
n−1)
0 p
n−1−sn−1(ω,j)
1 τ(2
n−1x− j) =
= pax+ p1−a
∞∑
n=0
2n−1∑
j=0
(
pωn+1 − 0.5
)
p
sn(ω,j)
0 p
n−sn(ω,j)
1 τ(2
nx− j) =
= pa + p1−aµ(ω, x).
Доказанные равенства (6), (7) эквивалентны определению (3) функции µ(ω, x).
2. Кривые де Рама с двумя линейными сжатиями
Напомним конструкцию де Рама [3], которая позволяет построить большое число
известных фрактальных кривых, например функции Кантора, Минковского, Така-
ги, кривые Пеано и Коха.
Пусть в метрическом пространстве M с метрикой d заданы два сжимающих
отображения
f0 : M →M ;
f1 : M →M. (8)
Кривая де Рама p(x) ∈M , x ∈ [0, 1] задается следующим образом. Пусть x ∈ [0, 1]
имеет бинарное разложение
x =
∞∑
k=1
bk2
−k, bk ∈ {0, 1},
тогда p(x) ∈ M задается как та единственная точка, в которую M переходит при
отображении
fb1 ◦ fb2 ◦ · · · ◦ fbk ◦ · · ·
Пусть отображения f0, f1 имеют неподвижные точки m0 и m1. Тогда кривая p(x)
является непрерывной, если
f0(m1) = f1(m0).
Кривые де Рама по построению являются самоподобными, поскольку
p(x) = f0(p(2x)), x ∈ [0, 0.5];
p(x) = f1(p(2x− 1)), x ∈ [0.5, 1].
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2.1. Функция Лебега
Кривая де Рама L(x), полученная при M = [0, 1], f0(x) = p0x, f1(x) = p0 + p1x,
называется функцией Лебега, где p0, p1 > 0, p0 + p1 = 1.
Функция Лебега является самой простой самоподобной функцией и удовлетво-
ряет рекуррентным уравнениям
L(x) =
{
p0L(2x), 0 ≤ x ≤ 0.5,
p0 + p1L(2x− 1), 0.5 ≤ x ≤ 1. (9)
Название дано Ломницким и Уламом [2] в 1934 г. В их работе также показано,
что при заданном бинарном разложении числа
x =
∞∑
k=0
2−γk , γ0 < γ1 < . . .
значение L(x) вычисляется по формуле
L(x) =
∞∑
k=0
pγk−k0 p
k
1. (10)
Теорема 2. Функция L(x) имеет следующее разложение по системе Фабера–
Шаудера
L(x) = x+ (p0 − 0.5)
∞∑
n=0
2n−1∑
j=0
p
n−s(j)
0 p
s(j)
1 τ(2
nx− j), (11)
где s(j) – число единиц в бинарном разложении j.
Для сравнения приведем разложение L(x) в базисе Хаара, полученное в [2]
L(x) = p0 − p0p1
∞∑
n=0
2n−1∑
j=0
2np
n−s(j)
0 p
s(j)
1 ψ(2
nx− j),
где ψ(t) = 0.5τ ′(t).
Доказательство. Доказательство этой теоремы можно провести аналогично дока-
зательству теоремы 1. Однако здесь будет приведено доказательство, основанное на
представлении (10) и формулах для коэффициентов (1).
По формуле (1) коэффициенты ln,j разложения функции L(x) в системе Фабера–
Шаудера задаются как
ln,j = L((2j + 1)2
−n−1)− 0.5L(j2−n)− 0.5L((j + 1)2−n). (12)
Пусть j – четное, тогда
j2−n =
s(j)−1∑
i=0
2−γi , γ0 < γ1 < · · · < γs(j)−1 < n,
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(j + 1)2−n =
s(j)−1∑
i=0
2−γi + 2−n,
(2j + 1)2−n−1 =
s(j)−1∑
i=0
2−γi + 2−n−1.
Подставляя (10) в (12), получим
ln,j = (p0 − 0.5)pn−s(j)0 ps(j)1 .
Пусть j – нечетное, тогда для некоторого m
j2−n =
m−1∑
i=0
2−γi +
s(j)−1∑
i=m
2−n+s(j)−i−1, γ0 < γ1 < · · · < γm−1 < m+ n− s(j),
(j + 1)2−n =
m−1∑
i=0
2−γi + 2−n+s(j)−m,
(2j + 1)2−n−1 =
m−1∑
i=0
2−γi +
s(j)∑
i=m
2−n+s(j)−i−1.
Подставляя (10) в (12), получим
ln,j =
s(j)∑
i=m
p
n−s(j)+1
0 p
i
1 − 0.5pn−s(j)0 pm1 − 0.5
s(j)−1∑
i=m
p
n−s(j)+1
0 p
i
1 =
= p
n−s(j)
0 p
m
1
(
1− ps(j)−m+11
)
− 0.5pn−s(j)0 pm1 − 0.5pn−s(j)0 pm1
(
1− ps(j)−m1
)
=
= p
n−s(j)
0 p
m
1
(
−ps(j)−m+11 + 0.5ps(j)−m1
)
=
= (p0 − 0.5)pn−s(j)0 ps(j)1 .
2.2. Кривые Чезаро–Леви
Кривая де Рама C(x), полученная при M = C – комплексная плоскость, f0(z) = az,
f1(x) = a + bz, b = 1 − a, называется кривой Чезаро–Леви. На любом интервале у
кривой Чезаро–Леви есть точки самопересечения. Эта кривая открыта Е.Чезаро в
1906 г. и исследована П. Леви [4].
Из теоремы 2 получаем
Следствие 1. Функция C(x) имеет следующее разложение по системе Фабера–
Шаудера
C(x) = x+ (a− 0.5)
∞∑
n=0
2n−1∑
j=0
an−s(j)bs(j)τ(2nx− j), (13)
где s(j) – число единиц в бинарном разложении j.
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2.3. Кривые Коха–Пеано
Кривая де Рама p(x), полученная при M = C – комплексная плоскость, f0(z) = az,
f1(x) = a + bz, b = 1 − a, называется кривой Коха–Пеано, поскольку при a =
1
2
+ i
√
3
6
получаем классическую снежинку Коха, а при a =
1 + i
2
— кривую Пеано,
заполняющую треугольник с вершинами 0, 1, a.
Из теоремы 2 получаем
Следствие 2. Функция p(x) имеет следующее разложение по системе Фабера–
Шаудера
p(x) = x+
∞∑
n=0
2n−1∑
j=0
pn,jτ(2
nx− j), (14)
p2k,j = a
k−s(j)+s0(j)ak−s0(j)bs(j)−s0(j)b
s0(j)
(a− 0.5) ,
p2k+1,j = a
k−s0(j)+1ak−s(j)+s0(j)bs0(j)b
s(j)−s0(j)
(a− 0.5) ,
(15)
где s(j) – число единиц в бинарном разложении j, s0(j) – число единиц на четных
местах в бинарном разложении j.
Доказательство. Поскольку p(0) = 0, p(1) = 1 имеем разложение (14).
Подставляя разложение (14) в первое уравнение
p
(
t
2
)
= ap(t),
получим p0,0 = a− 0.5 и
pn+1,j = apn,j, 0 ≤ j < 2n. (16)
Подставляя разложение (14) во второе уравнение
p
(
1
2
+
t
2
)
= bp(t) + a,
получим
pn+1,j+2n = bpn,j, 0 ≤ j < 2n. (17)
Нетрудно проверить, что решение уравнений (16), (17) задается формулами (15).
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Abstract. Let Ω = AN be a space of right-sided infinite sequences drawn from a finite alphabet
A = {0, 1}, N = {1, 2, . . . }. Let
ρ(x,y) =
∞∑
k=1
|xk − yk|2−k
be a metric on Ω = AN, and µ the Bernoulli measure on Ω with probabilities p0, p1 > 0, p0 + p1 = 1.
Denote by B(x, ω) an open ball of radius r centered at ω. The main result of this paper is
µ (B(ω, r)) = r +
∞∑
n=0
2n−1∑
j=0
µn,j(ω)τ(2
nr − j),
where τ(x) = 2 min{x, 1− x}, 0 ≤ x ≤ 1, (τ(x) = 0, if x < 0 or x > 1),
µn,j(ω) =
(
1− pωn+1
) n∏
k=1
pωk⊕jk , j = j12
n−1 + j22n−2 + · · ·+ jn.
The family of functions 1, x, τ(2nr− j), j = 0, 1, . . . , 2n− 1, n = 0, 1, . . . , is the Faber–Schauder system
for the space C([0, 1]) of continuous functions on [0, 1]. We also obtain the Faber–Schauder expansion
for the Lebesgue’s singular function, Cezaro curves, and Koch–Peano curves.
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